SUCCESSIONS RECURRENTS

Josep M. Brunat i Blay

Definicions i exemples

Les solucions d’una equacié no sempre sén nombres. Per exemple, si a ’equacié f'(z) ==z
la incognita és f, les solucions sén les funcions del tipus f(z) = %2:2 + k. En les equacions
recurrents les incognites sén successions. Una equacié recurrent o recurréncia és una
equacié

an = f(n,8n-1,8n-2,... ,8n_k),

on f és una funcié. El nombre k és I’ordre de la recurréncia.

En sén exemples les recurréncies

2
Qp = @p-1+2ap-2, Gp=n"+ a1

ap =2a,_1 +3ap_2+ - +na1, @p =NA-18n-2Gn-3,

que tenen, respectivament, ordre 2,1,n —11 3.

Una solucié particular és una successié a, = g(n) que compleix I'equacié i la solucié
general és el conjunt de totes les successions que la satisfan.

Sovint interessa trobar I’dnica solucié que té certs valors o condicions inicials a; = ¢1,a2 =
c2,... yak = ck. (De vegades es comenca a comptar la successié per 0 i els valors inicials
sén ag = Cp,a1 = Cly... Q-1 = Ck—1 )

Per exemple, I’equacié d’ordre 2,
a, = 5ap—1 — 6ap_2,

té per solucié general a, = A2™ + u3", una solucié particular és a, = 2" + 3" i la solucié

que té condicions inicials a; =14 1 a; =40 és a, =2" +4-3".
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Successions recurrents

Una successié doble és una successié que té dos indexs variant a N. Per exemple, la

n
= (3)

depén dels dos indexs naturals n i k. El concepte de recurréncia es pot definir igualment:

successid

Ank = f(na ky On—1,kyCQnk—1y--- )'

Per exemple, si bpx = (:) , es té la coneguda relacid

bn,r = bn—l,r—l + bn—l,r o bé (n) = (n B 1) + (n R 1)-
r r—1 r

Les condicions inicials sén ara una o més successions. En ’exemple dels nombres combi-
natoris, sén b, =1 per tot n € N, i by, =1 per tot r € N.
Es poden considerar també les inequacions recurrents an < f(n,an-1,-..). En aquest cas

I’objectiu que es pretén és una fita del tipus a, < g(n).

Alguns métodes de solucié

Meétode d’induccid

Consisteix a conjecturar una solucid i després provar per induccié que efectivament ho és.
Exemple: Una carpeta conté n fulls i en busquem un examinant-los consecutivament a
partir del primer. Quina és la mitjana del nombre de fulls examinats?

Si e; és aquesta mitjana per a i fulls, és evident que e; = 1. Si hi ha n fulls, el que

busquem, o bé esta entre els n — 1 primers (i aixd té probabilitat 2=1), o bé és I'iltim

(amb probabilitat 1 ). Per tant tenim,

n—1 1 n—1
épn—1+n—=
n

en = en-1+1, e =1.

n

Els primers termes sén
e1=2/2, e2 =3/2, e3 =4/2,...

i aixd ens suggereix que pot ser e, = 2tl . La demostracié es fa després per induccié.
: 2
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Meétode d'expansié (o d'iteracid)

Consisteix a aplicar repetidament la recurréncia fins a eliminar els termes de la successié.
Exemple: Una progressid aritmético-geométrica és aquella en qué cada terme s’obté del
precedent multiplicant-lo per una radé r i sumant després al resultat una diferéncia d.
Trobeu el valor del terme enésim a, en funcié de la rad, la diferéncia i a; i comproveu
que la férmula s’ajusta al cas de les progressions aritmeétiques i al de les geométriques.

Si larad és r i la diferéncia d, tenim la recurréncia a, = ra,—; + d. Iterant,
ap =rap—1+d=r(rap—2 +d)+d= rlap_s + (1+r)d
=r¥(rap—zs +d)+(1+r)d=rlaps+(1+r+r’)d=...
=r"la +(14+r+--+r"?)d
n—1
dsir#l

rn—lal+1_r
= 1-r

a;+(n—1)d si r=1

Per r = 1 tenim la formula del terme general d’una progressié aritmeética i, per d = 0,

d’una geométrica.

Recurréncies lineals

Una recurréncia lineal d’ordre p té la forma
Gn = C1Gn—1 + €2@n—2 + *** + Cpan_p + f(n),

on els ¢; son coeficients donats i els valors inicials sén aj,...a,. El terme independent és

f(n). Si és nul, diem que ’equacié és homogénia.

Cas homogeni

Per trobar la solucié6 general de la recurréncia a, = ¢1@n—1+C2an—2+- - -+ cpan—p, podem
comengar per veure si a, = a” és solucid per algun valor de . Substituint i simplificant
tenim a® —ca®t — ... — cpa™? =0 o també af — caP™l — o — ¢p =0, d’on resulta
que a ha de ser una arrel de ’equacié z? — ¢;z?~! — --- — ¢, = 0. Aquesta equacié
s’anomena equacid caracteristica de la recurréncia lineal i permet de resoldre completament

la recurréncia. En efecte, es pot demostrar:
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o La soluci6 general d’una recurréncia lineal homogeénia té una expressié que és una suma
de tants sumands com arrels diferents té I'equacié caracteristica. El sumand corresponent

a una arrel a de multiplicitat k és

(M1 + dan 4+ dgn? + -+ AenF o,

Imposant els valors inicials es calculen els valors dels ;.

Exemple: Considerem la recurréncia a, = 5ap—; — 6an—2. L’equacié caracteristica
és 2 — 5z 4+ 6 = 0, que té dues arrels diferents 2 i 3. Per tant, la solucié general és
an = A2" + u3" . Si els valors inicials sén a; = 14 i a; = 40, plantegem el sistema
14 = A2+ p3, 40 = M + u9 que té solucid A = 1 i p = 4. La successié cercada és
a, =2"+44-3".

Exemple: L’equacié recurrent a, = 6an—1 — 12a,_2 + 8a,—3 té equacié caracteristica
73— 6224122 —8 = 0 o bé (z—2)3 = 0. Hi ha l’arrel triple 2. Per tant, la solucié general
és ap = (A + pn + vn?)2".

Exemple: L’equacid recurrent a, = an—1 + 8an—2 — 12a,-3 té equacié caracteristica
23 — 22 =8z 4+ 12 =0 o bé (z + 3)(z — 2)? = 0 que té I’arrel simple —3 i I’arrel doble 2.
L’arrel simple contribueix a la solucié general amb A(—3)" i I’arrel doble amb (u+vn)2™,
i la solucid general és a, = A(—3)" + (p + vn)2™.

Exemple: L’equacié recurrent a, = 2a,—1 —2an—2 té equacié caracteristica z2—2z+2 =0
que té les dues arrels diferents complexes conjugades oy = 1+ i = /2(cos 7/4 + isin/4)
iaz =1-—1i=+?2(cosm/4—isinmw/4). La soluci6 general sera a, = Ao} + paf. Perd si
volem expressar-la en termes reals, hem d’observar que A i g han de ser conjugats i per
tant de la forma A = A+ Bi, p = A— Bi. Substituint a la solucié general, i tenint present

que (cosw/4 + isinmw/4)" = cosnm/4 + isinnw/4, resulta a, = (\/5)”(2Acosn7r/4 -

2Bsinnn/ 4) que és la soluci6 general real.
" Cas no homogeni
L’equacié homogénia associada a una recurréncia lineal
Gn =C1Gn—1 + C2ap—-2 + -+ CpGn—p + f(n)

’ ) .2
és ’equacié

Qn =C1ap—1 + C2ap—2 + - + Cpln—p.
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Per tal de resoldre-la, cal tenir present que

o La solucié general d’una recurréncia no homogénia s’obté sumant a una de les seves
solucions particulars la solucié general de I’homogénia.

Per tant, el problema queda reduit a trobar una solucié particular de I’equacié no homoge-
nia. Aquestes solucions particulars s’endevinen astutament. Freqlientment, un bon cami
és el segiient.

a) Calcular el polinomi caracteristic p(z) de I’equacié homogeénia associada.

b) Buscar una recurréncia homogénia que admeti la solucié particular f(n); diguem ¢(z)
al seu polinomi caracteristic.

c) Escriure la solucié general de la recurréncia homogénia associada a p(z)g(z).

d) De la solucié general obtinguda a c), suprimir els sumands que corresponen a p(z).

e) El resultat obtingut és un bon candidat a solucié particular de ’equacié no homogénia.
Exemple: Equacié no homogenia: a, = —an—1+6a,-2+2"—1. L’homogenia associada és
@n = —an-1+6an_2 i p(z) = 22 +2—6 = (z+3)(z —2). De l’expressi6 2" —1 =2"—-1-1"
deduim que ¢(z) = (z — 2)(z — 1), de forma que p(z)¢(z) = (z + 3)(z — 2)*(z — 1). Aixd
déna la solucié b, = a(—3)" + 2™ + yn2" + 61", Suprimint la part corresponent a p(z)
queda com a candidat que cal assajar ¢, = yn2" + §. Substituint a ’equacié original déna
¥=2/51 6 =1/4. Una solucié particular és, doncs, ¢, = §n2” + 1. La soluci6 general
de ’homogenia és h, = A13" + A\z(—2)". Per tant, la solucié general cercada és

2 1
—5-112" + Z + M3+ Az(—z)".

an =

Exemple: Trobar una férmula tancada s, = g(n) per

Sp = ikz.
1

Es evident que s, = s,—; +n? i s; = 1. Tenim, doncs, una equacié lineal de terme
independent n?. L’homogenia associada és s, = sp—1 que déna lloc a p(z) = z — 1.

2 = n?.1" resulta que g(z) = (¢ —1)% i p(z)g(z) = (z — 1)* que genera les

Com que n
solucions b, = §1" +yn1"+Bn%1™ +an31"™. Suprimint la part que correspon a p(z) queda
n + An? + an?® i substituint a ’equacié original queda a =1/3, #=1/2i v=1/6 d’on
la solucié general és s, = 2—43—"'—2—&32 + c1™. Imposant s; = 1 resulta ¢ = 0 i obtenim la
coneguda férmula

Zk2 2n3 +3n +n
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Remarca
En un producte de n factors, de quantes maneres a,, es poden posar paréntesis agrupant
tots els factors? Evidentment, a; = a; = 1. Per n = 3, hi ha dues formes que corresponen

a les dues maneres de calcular el producte, (z1(z2z3)) i ((z122)z3). Podeu comprovar

que a4 = 5 i amb una mica de reflexid, arribar a la recurréncia
@p = 41Gp—1 + G28n-2 + -+ + An_101,

per a la qual no serveixen les técniques anteriors perqué no és lineal. La técnica de les
funcions generadores (vegeu les referéncies) és un altre métode per resoldre recurréncies.

Per exemple, permet obtenir la solucié
1 2n
An =
"Tn+1\n

D’altra banda, en molts casos s’estd més interessat en poder calcular els termes d’una

per a la recurréncia anterior.

successié a, que en una férmula del tipus a, = g(n). Llavors n’hi ha prou amb conéixer

els valors inicials i establir la recurréncia.

Problemes

SR1.-En cada cas, escriviu els sis primers termes de la successié que compleix la recurrén-
cia donada, formuleu una solucié hipotética i proveu-la per induccié:
a) £1 =2, Tn==Tn_1+2n.

b) uy = 3, Uz = 5, Up = 3u,._1 - 2u,._2.
SR2.—Considereu la recurréncia amb dos indexs
. 1
a0=1 apr=0sik<0o0k>n, ani= -Q-(a,._l,k_l + @p—1 ) altrament.

Calculeu uns quants an x, conjectureu una férmula, i proveu-la per induccié.

SR3.-Resoleu per iteracié la recurréncia a, = aa,-1 + f"*.
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SR4.—Quantes multiplicacions o divisions cal fer, en el pitjor dels casos, per a triangular

una matriu n X n ?

SR5.—S’estima que la facturacié d’una empresa és cada any la mitjana entre la de I’any
anterior i la de ’any seglient. Si les vendes el 1990 sén vo i el 1991 sén v;, es demanen
les vendes de ’any 1990 + n.

SR6.—El joc de les torres de Hanoi consta de tres pals verticals A, Bi C i de n discs de
radis diferents que, al principi, sén apilats de gran (sota) a petit (dalt), travessats pel pal
A. L’objectiu és collocar la pila en idéntica posicié perd al pal B. L’inica jugada permesa
és passar el disc més alt d’una pila a la posicié superior d’una altra pila, sense cobrir,
perd, un disc més petit. Trobeu una relacié recurrent per al nombre minim de jugades

necessaries per completar el joc i resoleu-la.

SR7.—Segons es diu, el rei King Shirham de I'India volgué recompensar el seu Gran Visir
SissaBen Dahir per inventar el joc dels escacs i i demana quin premi volia. El Visir
contesta: “dona’m un gra de blat pel primer quadrat, dos pel segon, quatre pel tercer, vuit
pel quart, etc. fins acabar amb tots els quadrats del tauler”. Cas de satisfer la demanda,

quants grans de blat li hauria donat el rei al visir?.

SR8.—En el pla hi ha dos punts pintats de groc i r punts pintats de verd. Només es
permet dibuixar segments que tenen per extrems punts de diferents colors.

a) Proveu que el nombre minim de segments que cal dibuixar per tal que tots els punts
quedin connectats és r + 1.

b) De quantes maneres diferents es poden dibuixar r + 1 segments de forma que tots els

punts quedin connectats?

SR9.-De quantes maneres es pot enrajolar un passadis rectangular de mides 2 x n si es

disposa de rajoles de mides 2 x 1 i 2 X 2 i no es poden trencar rajoles?

SR10.-D’una parella de conills neix, a la fi de cada mes, una altra parella. Aquesta fara
néixer una altra parella a la fi de cada mes (a partir del segon mes), i aixi successivament. Si

no hi ha defuncions, quantes parelles tindrem n mesos després? (Problema de Fibonacci).
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SR11.~-Un sistema permet d’emetre tres senyals diferents, un dels quals dura un segon i,
els altres, dos segons cadascun. Trobeu el nombre de seqiiéncies de senyals diferents que es

poden emetre en n segons suposant que no hi ha cap temps mort entre cada dos senyals.

SR12.-Tot resolent cert problema, es diu que una persona és al nivell n quan li falten n
etapes per arribar a la solucié. A cada nivell té 5 alternatives, dues que el porten al nivell
n—1 i tres que sén millors, en el sentit de que el porten directament al nivell n —2. Sigui
a, €l nombre de maneres d’arribar a la solucié des del nivell n. Trobeu a, sabent que

a =2.

SR13.—Trobeu el nombre de maneres diferents de pujar una escala de n graons si en cada

pas en pugem un o dos.

SR14.—Considereu les paraules de longitud n amb simbols de l’alfabet {0,1,2}.
a) Quantes paraules tenen els digits cadascun igual o superior a I’anterior?

b) Quantes paraules sén cap-i-cua?

SR15.—Trobeu el nombre de paraules de longitud k que es poden fer emprant 1’alfabet

{0,1,2,3} que tinguin un nombre parell de zeros.

SR16.—Considerem les successions ternaries de longitud n.
a) Quantes n’hi ha que continguin dos simbols consecutius iguals?

b) A quantes d’elles no hi ha ni dos uns consecutius ni dos dosos consecutius?

SR17.—Considerem n rectes al pla en posicié general (dues a dues no paralleles, tres a
tres no concurrents).
a) En quantes regions queda dividit el pla?

b) Quantes d’aquestes regions sén no fitades?

SR18.—Voleu pintar els costats d’un poligon regular de n vértexs de forma que costats
contigus tinguin colors diferents. Disposeu d’una caixa de k colors. De quantes maneres
ho podeu fer? (Indicacié: Numereu els costats consecutivament, 1,2,...,n i considereu

separadament les coloracions en qué 1 i 3 es pinten del mateix color i les que no).
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SR19.—Sumeu I’expressié segiient,

1-2:342-3:4+3-4-54+---+n(n+1)(n+2).

SR20.-Sigui @ un nombre real i n un enter positiu. Calculeu,

a+2a%>+3a® +--- +na™

SR21.-Sigui A(n,k), on n > 1, el nombre de k-subconjunts de {1,2,3,...,n} que no

contenen dos enters consecutius.
a) Demostreu que A(n,k) = A(n —1,k) + A(n — 2,k — 1) per tot n > 3.

b) Proveu que pertot n > 11 0< k <n,

A(n, k) = ("":“).

c) Calculeu el nombre u(n, k) de maneres d’escollir k£ persones d’entre n assegudes en una

taula rodona sense agafar-ne dues de veines.

SR22.-Teniu n objectes situats cada un al seu lloc. Sigui d, el nombre de formes de
desar les coses de forma que no n’hi hagi cap al seu lloc. Calculeu d;, d; i d3 i establiu

una recuréncia per d,.

SR23.—Sigui t,, el nombre de formes de dividir en triangles un poligon regular de n costats
mitjancant diagonals que no es tallin. Comproveu que t3 = 1,t4 = 2,t5 = 5 i establiu una

recurréncia per t,.
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Mostra de solucions

Solucié del problema SR9

Podem comengar a enrajolar en una de les tres formes segiients:

Cas 1 Cas 2 Cas 3

1 n—1 2 n—2 2 n—2
En el cas 1 queda per enrajolar un passadis 2 x (n — 1) que es pot fer de u,—; maneres.

En els casos 2 i 3 queda per enrajolar un passadis de 2 x (n —2) que es pot fer de u,—;
maneres. Per tant

Up =Up—1 + 2Up—2
que té solucié general u, = A2" + B(-1)".
Les condicions inicials sén u; =1 i ug = 3 i aixd ens déna

2 1
= =-2" 4+ —(-1)".
Uun = 32" + 3( )

Solucié del problema SR14

a) Les paraules considerades sén de la forma

00...011...122...2
N e N e e peee?

Zo z1 z2

que es poden identificar amb successions

aa...asaa...asaa...a
N’ e por? s e’

Zo zy z2

on a designa una lletra de l’alfabet i s designa el “canvi de lletra”. El nombre d’aquestes

(1)

b) Sigui a, el nombre de cap-i-cues de longitud n. Tot cap-i-cua té als extrems el mateix

successions és

digit (0, 1 0 2), isi els suprimim, obtenim un cap-i-cua de longitud n—2. Aixi, a, = 3a,-2.

Com que a; = 3, a; = 3, resulta

- L8+ 158 v

@n 2 2
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Observacié: Una altra solucié sense emprar recurréncies déna

an =3™? sin és parell

an = 3"tV/2 i n és senar

Una férmula que agrupa els dos casos és

ap = 3((n+1)/2]

Solucié del problema SR20

Si a =0, llavors a, = 0 per tot n.
Sia=1,llavors an =1+2+4+:--+n=mn(n+1)/2.
Primer métode:

En tot el que segueix podem suposar a # 0,1. Es demana la resolucié de la recurréncia
Gn = Gp-1 +na”

amb valors inicials a; = a, ap = 0. La recurréncia homogénia associada és a, = ap_1,
de polinomi caracteristic p(z) = z — 1, i que té solucié h, = a. El polinomi caracteristic
d’una recurréncia que admeti la solucié particular f(n) = na® és ¢(z) = (z — a)?. La
solucié general de la recurréncia homogénia associada a p(z)¢(z) = (z — 1)(z — a)? és
de la forma é + (fn + v)a™. Suprimint &, que és la part que prové de (z — 1), obtenim

Pn = (fn + 7)a™, com a candidat a solucid particular. Imposem la recurréncia:
(Bn+7)a™ = (B(n - 1)+ 7)a""! + na™
Com que a # 0, resulta
(Bn+7)a=(Bn—B+7)+na

o sigui
(Ba—B—ajn+vya+B—v=0.
que déna lloc al sistema S(a —1)—a =0, y(a— 1) + 8 = 0 que té solucié § =af(a—1)

i v = —a/(a—1)2. La solucié buscada és, doncs, de la forma

an =t (afln— (a—al)zan)'
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Per n = 0 resulta @ = a/(a — 1)? i finalment queda

9 +( a__ a n)
"7 (a—1)2 a-1 (a——l)za ’

Segon métode:

Tenim que
an=a+2a®+---+na"
aa, = a+.--+(n-1)a" +na"t,
i restant queda
a"tl — ¢
(1-a)ap=a+a®+---+a"—na"t!' = —l—na""'l
a—

i, com que a # 1, la solucié és
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